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Аннотация. Проводится математический анализ вероятности ошибок приема сигналов, передаваемых 

по уплотненным каналам связи с ортогональным частотным разделением при наличии замираний в 

канале связи, распределенных в соответствии с законом распределения Накагами-m. В отличие от 

предшествующих публикаций в настоящей работе рассматривается воздействие неравномерного 

распределения фазы замираний в канале связи на вероятность ошибок приема сигналов. Представлено 

унифицированное математическое выражение производящей функции моментов для замираний канала 

связи в частотной области, распределенных в соответствии с законом Накагами-m, при неравномерных 

распределениях фазы замираний в канале связи. Таким образом, классические методы определения 
производящей функции моментов могут непосредственно использоваться для получения точных 

математических выражений вероятности ошибок приема сигналов для различных видов модуляции и 

разнесения сигналов. 

Ключевые слова: производящая функция моментов, вероятность ошибок, замирания в канале связи, орт-

огональное частотное разделение каналов. 

Abstract. A mathematical analysis of the probability of errors in the reception of signals transmitted over 

compressed communication channels with orthogonal frequency separation in the presence of fading in the 

communication channel distributed in accordance with the Nakagami-m distribution law is made. Unlike 

previous publications, the present work considers the effect of non-uniform distribution of the phase of fading in 

the communication channel on the probability of errors in signal reception. A unified mathematical expression 

of the generating function of the moments for fading of the communication channel in the frequency domain, 
distributed according to the Nakagami-m law, is presented for uneven fading phase distributions in the 

communication channel. Thus, the classical methods of determining the generating function of moments can be 

used directly to obtain exact mathematical expressions for the probability of signal reception errors for various 

types of modulation and signal diversity. 

Keywords: moment generating function, error probability, fading channels, orthogonal frequency-division 

multiplexing. 
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Введение 

Точные статистические модели для коэффициентов усиления канала связи в частотной 

области играют важную роль при анализе вероятности ошибок при обработке 
мультиплексированных ортогональных сигналов с частотным разделением, принимаемых 

посредством частотно-избирательных каналов связи с замираниями. Предыдущие 

исследования вероятности ошибок при обработке мультиплексированных ортогональных 
сигналов с частотным разделением, принимаемых посредством частотно-избирательных 
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каналов связи с замираниями, распределенными в соответствии с законом Накагами-m, 

основывались на следующих предположениях: 1) фазовые углы и амплитуды комплексных 

коэффициентов усиления канала связи являются независимыми случайными величинами; 

2) фазовые углы являются равномерно распределенными случайными величинами. Несмотря 
на тот факт, что эти предположения широко используются, четкий и ясный базис для этих 

предположений отсутствует [1]. Распределение амплитуды замираний в канале связи в 

соответствии с законом Накагами-m широко используется благодаря эмпирически 
подтвержденным совпадениям с высокой точностью с измеренными данными амплитуды 

замираний в канале связи [2–6]. Однако плотность распределения вероятностей фазы 

замираний в канале связи, коррелированная с законом Накагами-m, не рассматривалась.  
В большинстве журнальных публикаций и монографий предполагалось равномерное 

распределение фазы без каких-либо подтверждений. С другой стороны, сравнительно 

недавно [7–14] было определено, что фаза комплексной случайной величины, которая 

распределена в соответствии с законом Накагами-m, не может быть равномерно распределена 
для всех значений параметра m и точные модели распределения фазы замираний в канале связи 

зависимы от параметра m. Отметим, что при 1m  замирания, распределенные в соответствии 

с законом Накагами-m, приближаются к распределению Райса, для которого, как известно, 

фазы замираний не являются равномерно распределенными. Аналогично при 1m  

распределение замираний стремится к закону Хойта, для которого фазы замираний также не 

являются равномерно распределенными [7]. Анализ вероятности ошибок при приеме 

мультиплексированных ортогональных сигналов с частотным разделением посредством канала 
связи с замираниями, распределенными в соответствии с законом Накагами-m с 

неравномерным распределением фазовых углов, представляет собой как теоретический, так и 

практический интерес. Наиболее близкими по результатам к настоящей работе можно 
рассматривать исследования, проведенные в [15] и [16]. В [15] была предложена 

аппроксимация коэффициента усиления канала связи с замираниями в частотной области 

другой случайной величиной, распределенной по закону Накагами-m, обладающей 

отличающимся параметром замирания. Строгий математический анализ вероятности ошибок в 
случае равномерно распределенной фазы замираний в канале связи был предложен в [16].  

С использованием круговой симметрии случайных величин, распределенных в соответствии с 

законом Накагами-m, и благодаря предположению о равномерности распределения фазы 
замираний анализ в [16] был упрощен. Результаты [16] не могут распространяться на модели с 

неравномерным распределением фазы замираний в канале связи. В настоящей работе 

предлагается точный математический анализ вероятности ошибок мультиплексированных 

ортогональных сигналов с частотным разделением, принимаемых по каналам связи с 
замираниями, распределенными в соответствии с законом Накагами-m, при произвольном 

распределении фазы замираний. 

Модель замираний 

Оригинальная модель замираний в канале связи, соответствующая закону Накагами-m, 

не определяет какое-либо распределение фазы замираний. Благодаря равномерному 

распределению фазы при рэлеевских замираниях большинство исследователей произвольным 
образом установили для себя, что при замираниях в канале связи, распределенных в 

соответствии с законом Накагами, фаза замираний распределена равномерно, и сделали 

предположение без четкого и убедительного обоснования, что фазовый угол замираний 

независим от амплитуды. С другой стороны, убедительная модель Накагами для замираний, 
описываемых комплексными случайными величинами, основывается на наблюдении того, что 

для полуцелого или целого m можно представить случайную величину, соответствующую 

распределению Накагами-m, как корень квадратный из суммы квадратов 2m независимых 
гауссовских случайных величин. Таким образом, если R есть комплексная случайная величина 

с амплитудой || R , подчиняющаяся распределению Накагами-m со средним значением  , 

тогда 
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где icg , и isg ,  – независимые гауссовские случайные величины с нулевым математическим 

ожид-анием и единичной дисперсией. С этой точки зрения следует отметить, что (1) широко 

исполь-зуется при моделировании коррелированных случайных величин, подчиняющихся 
закону распределения Накагами-m [17–23]. Следовательно, убедительная и правдоподобная 

модель для комплексной случайной величины, распределенной в соответствии с законом 

распределения Накагами-m, удовлетворяющая (1) при 1, 2,m   , может быть представлена  

в виде [7–14] 

1 22 2R X m j Y m      , (2) 

где 1 2, , ,X Y  – взаимно независимые случайные величины; 1  и 2  – равновероятные случайные 

величины, принимающие значения в пределах интервала [ 1,1] , в то время как  


m

i icgX
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i isg
1

2
,  – случайные величины, распределенные в соответствии с законом хи-квадрат с m 

степенями свободы, т. е. 0,5 1 0,5 1( ) ( ) [2 (0,5 )] exp{ 0,5 }m m

X Yf x f y m x x     ; )(  – Гамма 

функция. Сумма двух идентичных и независимых Гамма случайных величин с параметром 
0,5m является также случайной величиной, но с параметром m. Уравнение, подобное (2), также 

может быть использовано для генерации комплексных случайных величин, распределенных в 

соответствии с законом Накагами-m при нецелочисленном m. В этом случае X  и Y становятся 
независимыми Гамма случайными величинами с параметром 0,5m. На основе модели, 

представленной в (2), в [7] и [8] было получено следующее строгое математическое выражение 

для плотности распределения вероятностей фазового угла Rarg : 

2 1 2

arg ( ) ( ) 2 (0,5 ) | sin 2 |[ ]m

Rf m m      . 

Математический анализ  

Вероятность ошибок при обработке мультиплексированных ортогональных сигналов с 

частотным разделением зависит от текущего значения отношения сигнал/помеха, которое мо-

жет быть определено как 2|| nn HSNRq  , где SNR  – среднее значение отношения 

сигнал/помеха; nH  – импульсная переходная характеристика канала n в частотной области; 

1,,1,0  Nn  . 
1

0

exp{ 2 }
L

n l

l

H R j l n N




   , (3) 

где L – число маршрутов при многолучевом распространении сигнала; N – общее число 

каналов. Здесь lR , 1,,1,0  Ll   – независимые комплексные случайные величины, где || lR –

случайная величина, подчиняющаяся распределению Накагами-m,  

т. е.  12
|| )())(2()(

mm
lR rmmrf

l
5.0 ,  })(exp{ 2  mrm l , где ][ 2

ll RE  – мощность 

замираний по l -му маршруту канала связи; 1
1

0
 



L

l l . Выражение (3) можно переписать  

в следующем виде:  




1

0
)~~(

L

l lln yjxH , где  

lx~ | | cos(arg 2 ) cos(2 ) sin(2 );l l l lR R l n N x l n N y l n N      

| | sin(arg 2 )l l l ly R R l n N x     );2cos()2sin( NnlyNnl l  

)sin(arg||  и  )cos(arg|| llllll RRyRRx  .  

Заметим, что сдвинутый угол (arg 2 )(mod 2 )lR l n N    не подчиняется такому же 

закону распределения, как lRarg . Это противоречит тому, что равномерно распределенные 

случайные величины mod 2  сохраняют свое равномерное распределение при любых 
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произвольных сдвигах угла (arg 2 )lR l n N   (mod 2 ) , что хорошо известно [23]. 

Мощность или квадрат амплитуды замираний в n-м канале связи определяется как 

2
1

0

2
1

0

2
1

0

2 )()(|| ~~)~~(|| 













L

l

l

L

l

l

L

l

lln yxyjxH . (4) 

Для того, чтобы получить строгое математическое выражение в общем виде для производящей 

функции моментов }{ }||exp{ 2
nHzE , используем хорошо известное равенство [24]  

(1 )   
2

exp( ) 1d



   , что эквивалентно 

21
exp{ ( ) } 1,jR d R





    
  . (5) 

Выражение (5) предполагает, что 
2 2

exp{ } (1 ) exp( ) exp( 2 )R j R d

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что обладает желаемым свойством, так как случайные величины 110
~,,~,~

Lxxx  появляются 

только в линейной комбинации в степени экспоненты. Это значительно упрощает оценку 

требуемого среднего значения, используя характеристическую функцию. Поскольку в (4) 

рассматривается производящая функция моментов 2|| nH , отметим, что в общем 

смысле lx~ и ly~ не являются независимыми. Из (6) получаем 

1 1 1
2 2 2 2

0 0 0

1
exp exp exp{ ( }exp 2 ( )( ) ( ) { }{ } { }

L L L

l l l l

l l l

z x z y u v z j ux vy dudv
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Определим математическое ожидание левой и правой части (7) и затем вынесем 
математическое ожидание за знак интегрирования, чтобы получить производящую функцию 

моментов квадрата амплитуды от суммы комплексных случайных величин в виде 

характеристической функции их суммы, т. е. 
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( , ) exp{ ( )} exp{ [ cos(2 ) sin(2 )]}{ } {l l l lu v j ux vy jx u l n N v l n N          E E  

}]})2cos()2sin([exp{ NnlvNnlujyl   . (9) 

В случае комплексной случайной величины, распределенной в соответствии с законом 
Накагами-m, заданной в (2), получаем, что  

{exp{ }} {exp{ }} exp{ }{ }l l l l lj x j y j X m        E E E  = 

0,5 1 0,5 1

0
cos{ } cos{ 2 (0,5 ) exp{ 0,5 }{ } [ ]m m

l l l lX m X m m x x dx
        E  =

2

1 1 (0,5 ; 0,5; 4 )lF m m   .  

Мы воспользовались предположением, что вероятность ( 1)lP    ( 1) 0,5lP      

и, используя преобразование Куммера [21], получаем конечный результат, т. е. (9) сводится  

к выражению 
2

1 1( , )  0,5 ; 0,5; ( ) cos(2 ) sin (2 )[ ]{ }l lu v F m m u l n N v l n N      × 

2

1 1 0,5 ; 0,5; ( ) sin(2 ) cos (2 )[ ]{ }lF m m u l n N v l n N     , (10) 

где ); ; (11 F – вырожденная гипергеометрическая функция.  

Выражение (8) совместно с (10) позволяет получить производящую функцию моментов 

квадрата амплитуды замираний в канале n, 1,,1,0  Nn  , что значительно упрощается  
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при ,43 ,2 ,4 ,0 NNNn  , и (8) сводится к простому выражению 

),(}||exp{ 22 }{ mzHz n ME , (11) 

1
2 2

1 1

00
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

M . (12) 

Как показано в [16], можно получить строгое математическое выражение для (12)  

с учетом гипергеометрической функции нескольких переменных [24]: 
( )

0 1( , ) 0,5; 0,5 , ,0,5 ; 0,5, ,0,5; , ,( )L

A Lz m F m m z m z m      M . (13) 

Кроме того, используя [22], (12) может быть выражено через многочлен Эрмита 
1

2

1 1

1 0

1
( , ) (0,5 ; 0,5; )
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k k l K

k l

z m F m z m


 

     

 M R , (14) 

где k  и k  – выборочные точки и весовые коэффициенты многочлена Эрмита, табулированные  

в [25]; KR  – остаток, который очень мал по величине при больших значениях К.  Следовательно, (14) 

упрощает численное оценивание )(zM . Необходимо отметить, что (13) приведено только для того, 

чтобы выразить (12) в компактной форме в терминах гипергеометрической функции нескольких 

переменных. Этот прием широко используется, например, в [16]. Так как рассматривается численное 

оценивание (12), будем использовать (14). В предельном случае при m   амплитуда замираний 

в канале связи становится постоянной l . Можно показать, что в этом случае (12) сводится к 

12

00
lim ( , ) (2 ) exp( ) cos 2( )

L

llm
z m z d

 


     M . Необходимо подчеркнуть, что с этой 

точки зрения (8) представляет собой унифицированное выражение для производящей функции 
моментов, которая действительна для каналов связи с многолучевым замиранием с 

произвольной моделью распределения амплитуды и фазы замираний. Например, в случае 

замираний в канале связи, распределенных в соответствии с законом Накагами-m,  
с равномерно распределенной фазой из (8) получается [1]  

12 2 2 2 2
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где последний интеграл получается, используя преобразования cosu     и sinv    .  

В итоге получаем, что производящая функция моментов мощности замираний в канале связи 

задается функцией )(2 zM , где )(zM  определена выражениями (12)–(14). Точные 

математические выражения для вероятности ошибок систем связи различных типов легко 
определяются в терминах производящей функции моментов [26–29]. Например, средняя 

вероятность ошибок на бит (BER) при использовании двоичной фазовой модуляции с порядком 

разнесения D сигналов равной мощности и суммированием дифференциально взвешенных 

сигналов каждого канала определяется как 
2

2

0
1 2 sin ,[( ) ]D

BER SNR m d


    M . 

Представленные здесь результаты используют специальную комплексную модель 
распределения Накагами-m, в то время как в [7] и вещественные, и мнимые компоненты имеют 

идентичные параметры. Тем не менее это может быть легко применимым к более обобщенным 

комплексным моделям распределения Накагами-m, в которых вещественные и мнимые 

компоненты обладают неидентичными параметрами, как это показано в [8, 9]. В этом 

случае (11) имеет вид  ),(}||exp{ }{ 2
xn mzHz ME ),( ymzM , где ),( mzM  задается (12),  

а xm  и ym – параметры вещественной и мнимой компоненты соответственно. 

Численные результаты  

На рис. 1–3 сравниваются вероятности ошибок на бит (BER) при приеме 

мультиплексированных ортогональных сигналов с частотным разделением и двоичной фазовой 
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модуляцией, передаваемых по каналам связи с многолучевыми замираниями, 

распределенными в соответствии с законом Накагами-m, как с равномерно, так  

и с неравномерно распределенной фазой. Полагаем, что 2Nn  . При теоретическом анализе 

берем за основу (11) и (12). Результаты Монте-Карло моделирования также представлены для 

подтверждения предложенных новых теоретических результатов. На рис. 1 BER представлена 

как функция от m параметра замираний в канале связи при 2, 3L  , где L – число маршрутов 

распространения сигнала. Видно, что две кривые BER совпадают друг с другом при 1m , т. е. 

BER становится нечувствительной к закону распределения фазы замираний при 1m .  

С другой стороны, различие между BER увеличивается с увеличением значения параметра m. 

При 2L  неравномерность распределения фазы замираний приводит к более высокому 

значению вероятности ошибки на бит, в то время как при равномерно распределенной фазе 
замираний в канале связи более высокие значения вероятности ошибки на бит наблюдаются 

при 3L . Действительно, как следует из рис. 1, б, BER поднимается вверх при неравномерно 

распределенной фазе замираний в канале связи при четном L, в то время как при равномерном 

распределении фазы замираний в канале связи BER поднимается вверх при нечетном L. Как  

и ожидалось, обе кривые BER сходятся к одному и тому же значению при 8L . На основании 

центральной предельной теоремы комплексная огибающая амплитуды замираний в канале 

связи сходится к комплексной гауссовской случайной величине при 1L  независимо  
от закона распределения фазы замираний в канале связи и значения параметра m.  

На рис. 2 показано, что в случае равномерно распределенной фазы замираний в канале 

связи кривые BER сходятся быстрее. На рис. 3 BER представлена как функция SNR  при 3m , 

когда порядок разнесения сигналов 2 и  1N . Различие между двумя кривыми BER 

увеличивается с ростом SNR . Из рис.1, а видно, что при 2L  BER поднимается вверх  

с увеличением параметра m уже при 2m , в то время как рис. 1, б демонстрирует, что при 

3L  BER резко опускается вниз с увеличением параметра m при 2m . В силу нелинейного 

характера BER очень сложно интуитивно объяснить такое поведение. Следует отметить, что 

подобный эффект обсуждался в [16]. На рис. 1 также представлены кривые BER, полученные 

при аппроксимации коэффициентов канала связи в частотной области распределением 
Накагами-m с другими параметрами замираний в канале связи [15]. В [16] также было 

показано, что эта аппроксимация не может заслуживать доверия в случае распределения 

Накагами-m с равномерно распределенной фазой замираний в канале связи. Из рис. 1 видно, 
что аппроксимация в [15] не заслуживает доверия и в случае неравномерно распределенной 

фазы замираний в канале связи. 

  
а б 

Рис. 1. Среднее значение BER как функция параметра замираний m: 1 – неравномерное; 2 – равномерное 

распределение фазы Накагами-m замираний; 3 – Накагами-m аппроксимация; * – моделирование 
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Рис. 2. Среднее значение BER как функция 

параметра L: 1 – неравномерное; 2 – равномерное 

распределение фазы Накагами-m замираний 

Рис. 3. BER как функция SNR для однолучевого 

(N = 1) и двулучевого разнесенного приема (N = 2): 

1 – неравномерное; 2 – равномерное распределение 

фазы Накагами-m замираний 

Заключение 

В настоящей работе исследовано воздействие неравномерно распределенной фазы 
замираний в канале связи на характеристики вероятности ошибок на бит при приеме мультип-

лексированных ортогональных сигналов с частотным разделением посредством частотно-изби-

рательных каналов связи с замираниями, распределенными в соответствии с законом 

распределения Накагами-m. Простая нетривиальная процедура позволила получить новое 
строгое аналитическое выражение для производящей функции моментов мощности 

коэффициентов канала связи с замираниями в частотной области в виде характеристических 

функций комплексных коэффициентов канала связи с многолучевыми замираниями. 
Классические методы могут использоваться для получения точных характеристик вероятности 

ошибок на бит для различного вида модуляций и произвольного порядка разнесения сигналов 

при многоканальной связи. 
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