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Аннотация. Проведен анализ статистических методов, применяемых при количественной оценке пока-
зателей повреждаемости твердой деформируемой среды. К таким показателям относятся опасный объем 
и интегральная повреждаемость. В статье рассмотрены два алгоритма, один из которых основан на по-
строении регулярной ортогональной сетки по потенциально повреждаемой области, второй – на приме-
нении метода Монте-Карло к вычислению кратного интеграла от функции локальной повреждаемости. 
Описаны алгоритмы применения каждого из подходов и проведен анализ их сходимости в зависимости 
от количества расчетных узлов. Функция локальной повреждаемости в каждой точке среды определялась 
как отношение действующих напряжений в точке к предельным напряжениям. Действующие напряжения 
рассчитывались методом граничных элементов. При разработке алгоритмов использовались методы парал-
лелизации вычислений.
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Введение

Оценка повреждаемости твердого тела (системы тел) является одной из приоритетных в сов
ременной механике деформируемого твердого тела. Адекватный анализ повреждаемости поз
воляет построить прогнозные модели ресурса эксплуатируемой системы, ее износа и выхода 
из строя, т. е. достижения своего предельного состояния. Повреждаемость можно рассчитывать 
как для статистического распределения полей напряжений и деформаций от действующей на-
грузки, так и в динамической постановке. Большинство современных моделей повреждаемости 
среды стремятся ввести обобщенную скалярную величину Ψ, которая и будет количественной 
характеристикой, учитывающей напряженно-деформированное состояние, свойства материала, 
историю нагружения и проч. [1, 2].

Одной из эффективных моделей повреждаемости является концепция твердого тела с опас-
ным объемом [3]. В статистическом варианте модели показатель повреждаемости Ψ рассчитыва-
ется как кумулятивная по опасному объему V величина локальной повреждаемости среды в рас-
четной точке
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где σ  – абсолютное значение действующего напряжения в точке среды; σlim  – предельное зна-
чение напряжения для выбранной теории прочности.

Опасный объем в данном случае определяется по формуле
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Модель (1) может быть обобщена на динамический случай, когда характеристики системы 
зависят от времени t. Тогда, соответственно, для вычисления показателя Ψ необходимо еще взять 
интеграл по времени [4]
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Приняв, что действующие напряжения в точке � � � �f r  можно выразить в виде функцио-
нальной зависимости от радиус-вектора r, опасный объем V будет объемом фигуры, ограничен-
ной поверхностью Ω , где Ω  определяется уравнением

flim lim.r� � � �                                                                 (2)

Форма поверхности (2), как правило, достаточно сложная и зачастую многосвязная, рассчи-
тать объем которой аналитически не представляется возможным [5]. Для численной оценки как 
опасного объема V, так и повреждаемости Ψ можно пользоваться различными статистическими 
подходами. В статье рассмотрены два подхода, основанные на: 

1) построении регулярной сетки по оцениваемой повреждаемой области; 
2) методе Монте-Карло для вероятностной оценки количественных показателей повреждае-

мости. 
Также рассматриваются возможности параллелизации численных процедур с целью сниже-

ния машинного времени, затрачиваемого на вычисления.

Расчет на регулярной сетке

Рассмотрим действие распределенных нормальных p(x) и касательных q(x) усилий вдоль 
границы полуплоскости y ≥ 0. Расчет напряженного состояния полуплоскости можно провести 
численно-аналитическим методом граничных элементов, описанным в [6]. После определения 
полей напряжений можно предложить следующий алгоритм:
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1) определение границ области D, в которой содержится поверхность Ω (Ω⊂D);
2) построение по области D ортогональной расчетной сетки с шагами hx и hy соответственно 

вдоль каждой из координатных осей;
3) расчет компонент тензора напряжений T Ak� � �  в каждой точке Ak расчетной сетки, являю-

щейся центром прямоугольника со сторонами hx и hy;
4) определение количества точек N, в которых действующие напряжения превышают пре-

дельные.
Опасный объем V и интегральная повреждаемость Ψ рассчитываются по формулам:
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где VD – объем (площадь) области D.
Чем точнее необходимо получить величины повреждаемости, тем более детальную гранично- 

элементную и расчетную сетку по области D следует строить.
Для оценки работы вышеописанного алгоритма по определению повреждаемости на регу-

лярной сетке было взято распределение нормальных усилий p x p x a� � � �0
2 2

1 .  Касательные 
усилия определялись по закону Кулона q x fp x a� � � �0

2 2
1  с коэффициентом трения f = 0,5.

На рис. 1 и 2 представлены соответственно графики сходимости вычислительных процессов 
по оценке опасного объема V и интегральной повреждаемости Ψ по эквивалентным напряжениям

� � � � � � �eqv � �� � � �� � � �� �2

2
1 2

2

1 3

2

2 3

2
,

где σ1, σ2, σ3 – главные напряжения.
В качестве предельного значения, ограничивающего опасную область по эквивалентным нап

ряжениям, взято �lim , .
eqv � 0 27 0p  На рис. 1, 2 значения опасного объема и повреждаемости отнесе-

ны к величине действующей полной нагрузки
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С целью изучения вопроса сеточной сходимости расчет компонент тензора напряжений про-
водился методом граничных элементов с разбиением отрезка распределения нагрузки на NBE = 50, 
NBE = 100 и NBE = 200 элементов. Из рис. 1, 2 видно, что с увеличением количества расчетных 
узлов N вдоль каждой из осей, т. е. при уменьшении шагов сетки hx и hy, показатели опасного 
объема и интегральной повреждаемости стремятся к своим стационарным значениям. В расчетах 
приняты равные значения шагов сетки по обеим осям, т. е. hx = hy .

Рис. 1. Зависимость опасного объема 
от количества расчетных узлов

Fig. 1. Dependence of the dangerous volume 
on the number of calculation nodes

Рис. 2. Зависимость интегральной повреждаемости
от количества расчетных узлов

Fig. 2. Dependence of integral damage 
on the number of calculation nodes
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Следует отметить, что для всех трех случаев разбиения на граничные элементы значения как 
опасного объема, так и интегральной повреждаемости при количестве расчетных узлов 200 и 700 
отличаются между собой на 4,5 %. Таким образом, при количественной оценке повреждаемости 
на регулярной сетке не имеет смысла построение большого количества расчетных узлов.

Согласно вышеописанному алгоритму, как расчет напряжений, так и анализ показателей пов
реждаемости по формулам (3) проводится независимо в каждой точке среды. В этом состоит 
преимущество метода граничных элементов и формул (3), которое позволяет применять парал-
лелизацию вычислительных процедур, например, с использованием технологии CUDA [7–9]. 
При проведении исследований также применялись способы параллелизации вычислительных 
потоков. Зависимости коэффициентов ускорения вычислительных процедур при количествен-
ной оценке повреждаемости среды по эквивалентным напряжениям и максимальным главным 
напряжениям приведены на рис. 3. Коэффициент ускорения вычислительных процессов рассчи-
тывался по формуле

k
t
t

nonp

p
= ,                                                                      (4)

где tnonp, tp – машинное время, затрачиваемое на совершение вычислительных процедур при од-
них и тех же входных параметрах с использованием последовательного счета и параллелизации 
соответственно.

Из рис. 3 видно, что параллелизация вычислительных потоков сокращает машинное время 
в десятки раз, позволяя эффективно использовать имеющиеся ресурсы.

Расчет методом Монте-Карло

Оценка величины опасного объема и интегральной повреждаемости (1) может быть произве-
дена методом Монте-Карло, когда расчетные узлы генерируются случайным образом из выделен-
ной области. Для генерации координат можно использовать заранее определенное распределе-
ние случайной величины (например, равномерное, нормальное, распределение Пуассона и т. д.). 
В исследовании использовалось равномерное распределение случайной величины по двумерной 
области D, в которой содержалась поверхность Ω, ограничивающая опасный объем V.

Теоретические основы метода Монте-Карло и их применение при решении различных при-
кладных задач описаны в [10]. Применительно к интегрированию функции метод Монте-Карло 
приводит к численной оценке интеграла
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где f f u u urx� � � � �1 2, ,...,  – функция, заданная на единичном гиперкубе H r r= [ , ] .0 1

	 a	 b
Рис. 3. Зависимость коэффициента ускорения оценки повреждаемости: 

а – по эквивалентным напряжениям; b – по максимальным главным напряжениям
Fig. 3. Damage assessment acceleration factor dependence:

a – by equivalent stresses; b – by maximum principal stresses



Доклады БГУИР	 Doklady BGUIR
Т. 23, № 6 (2025) 	 V. 23, No 6 (2025)

35

Общий алгоритм количественной оценки величин опасного объема и интегральной повреж-
даемости твердой деформируемой среды описан в [11]. Как и для расчета на регулярной сетке, 
рассмотрим эллиптическое распределение нормальных p x p x a� � � �0

2 2
1  и касательных уси-

лий q x fp x a� � � �0
2 2

1  вдоль границы твердой деформируемой полуплоскости.
На рис. 4 представлены зависимости сходимости численных процедур при расчете опасного 

объема и интегральной повреждаемости методом Монте-Карло в зависимости от количества рас-
четных узлов N. Для каждого значения случайным образом генерировалось 10 выборок из N ко-
ординат, по которым рассчитывались напряжения и, соответственно, показатели повреждаемос
ти. Итоговые значения опасного объема и интегральной повреждаемости усреднялись по 10 ве-
личинам. Как видно из рис. 4, при увеличении количества расчетных узлов показатели стремятся 
к своим стационарным значениям и уже при  N = 30 ⋅ 104 дают удовлетворительные результаты. 
Сранивая результаты рис. 1, 2, 4, можно отметить, что метод расчета на регулярной сетке и рас-
чет методом Монте-Карло приводят к одинаковым показателям опасного объема и интегральной 
повреждаемости.

Преимуществом метода Монте-Карло является его относительная простота в алгоритмиза-
ции и оценке результатов. Численная оценка интеграла по формуле (5) имеет медленную схо-
димость, порядок которой составляет 1 N , в то время как расчет на регулярной сетке име-
ет порядок сходимости 1 N r��  (где N – количество расчетных узлов; r – размерность задачи 
(в рассматриваемом случае r = 2); ε – малое число, больше 0). Как и в расчете на регулярной 
сетке, оценка напряженного состояния среды методом Монте-Карло происходит в каждой точке 
независимо. Поэтому здесь также может быть применена параллелизация вычислений с помо-
щью технологии CUDA, либо любые другие средства, доступные исследователю. На рис. 5 по-
казана зависимость коэффициента ускорения от количества расчетных узлов при использовании 
параллелизации вычислительных потоков. Из рисунка видно, что количество производительных 
вычислительных процедур возрастает с увеличением числа граничных элементов, используемых 
при оценке напряженного состояния. Также наблюдается тренд сокращения машинного време-
ни при параллелизации с увеличением количества расчетных узлов. Причем при использовании 
200 граничных элементов коэффициент ускорения достигает значения 60 и более для количества 
расчетных узлов N = 30 ⋅ 104.

Набор координат по оценке напряженного состояния и повреждаемости среды генерировался 
10 раз случайным образом из равномерного распределения по двумерной области, в которой со-
держался опасный объем. При генерации случайной величины важно понимать устойчивость ра-
боты численных алгоритмов по оценке параметров и, соответственно, по качеству оценки показа-
телей. На рис. 6 показана диаграмма размаха при вычислении опасного объема среды для случая 
разбиения отрезка распределения нагрузки на 200 граничных элементов.

	 a	 b
Рис. 4. Сходимость метода Монте-Карло при расчете: а – опасного объема; 

b – интегральной повреждаемости
Fig. 4. Convergence of the Monte Carlo method in calculating: a – dangerous volume; b – integral damage
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Из рис. 6 видно, что с увеличением количества расчетных узлов для метода Монте-Карло 
разброс в оценке точности опасного объема снижается. Для точности оценки опасного  
объема при  количестве расчетных узлов 104 разность между первым и третьим квартилями  
составляет 2,54 %, для размера выборки 30 ⋅ 104 – 0,26 %. Малый разброс показателей повреж-
даемости позволяет сделать вывод об устойчивости численного алгоритма, основанного  
на методе Монте-Карло.

Заключение
1. Представлены два алгоритмических подхода к численной оценке повреждаемости в ком-

бинации с методом граничных элементов по расчету напряженного состояния упругой дефор-
мируемой среды. Анализ работы алгоритмов позволяет сделать утверждение об их сходимости 
и устойчивости, основанных на случайной генерации расчетных узлов.  

2. С учетом того, что оба алгоритмических подхода используют расчет показателей повреж-
даемости независимо в каждой точке среды, были применены способы параллелизации вычис-
лительных потоков. Параллелизация позволила сократить машинное время в десятки раз, тем са-
мым повысив производительность и эффективность алгоритмов.
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