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Аннотация. В статье представлены результаты анализа использования итерационных численных алгорит­
мов вычисления корней систем нелинейных уравнений (Левенберга­Марквардта, алгоритм Ньютона, мо­
дифицированный алгоритм Ньютона, последовательных итераций и градиентного спуска), описывающих 
процесс вычисления пространственных прямоугольных координат источников радиоизлучения в угломер­
но­разностно­дальномерных комплексах пассивной локации с различной конфигурацией (содержащих 
в своем составе от двух до четырех приемников). Исследования включали в себя определение оптималь­
ного числа приемных пунктов и выбор наиболее эффективного способа преобразования координат вектора 
наблюдаемых параметров (совокупность оценок разностей дальности и угловых координат излучающих 
радиосигналы объектов в привязке к пространственному расположению приемников системы) в вектор из­
меряемых параметров (пространственные прямоугольные координаты объекта наблюдения). Критериями 
для последующего сравнения результатов использования анализируемых алгоритмов были определены 
следующие характеристики: рабочая зона комплекса пассивной локации (часть пространства, в пределах 
которой отклонение оценок координат целей от их истинных значений не превышает максимально допу­
стимых значений); средняя ошибка вычисления пространственных координат целей в рабочей зоне; число 
этапов вычисления координат источников радиоизлучения в исследуемой части пространства. Результаты 
сравнительного анализа полученных численных значений выбранных критериев позволили сделать выводы 
о том, что оптимальными являются реализация угломерно­разностно­дальномерных комплексов пассив­
ной локации в составе четырех приемных пунктов и применение для вычисления пространственных коор­
динат источников радиоизлучения алгоритма Левенберга­Марквардта.

Ключевые  слова: угломерно­разностно­дальномерный комплекс пассивной локации, прямоугольные 
пространственные координаты, численный метод решения системы нелинейных уравнений.
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Abstract. This paper presents the analysis results of the iterative numerical algorithms use for roots calculating of 
nonlinear equations systems (Levenberg­Marquardt, Newton’s algorithm, modified Newton’s algorithm, sequential 
iterations and gradient descent) describing the process of spatial rectangular coordinates calculating of radio emission 
sources in the angle­difference­rangefinder passive location complexes with different configurations (containing from 
2 to 4 receivers). The main objectives of the work include determining optimal number of receiving points and choos­
ing the most effective way to transform the coordinates of the observed parameters vector (a set of range differences 
and angular coordinates estimates of objects emitting radio signals in relation to the receiver spatial location of the 
system) into a measured parameters vector (spatial rectangular coordinates of the observation object). The criteria 
for further comparison of the using analyzed algorithms results were determined by the following characteristics: 
working area of the passive location complex (the part of the space within which the targets coordinates estimates 
deviation from their true values does not exceed the maximum allowable values); average error of calculating the 
target spatial coordinates in the working area;  number of coordinate calculating stages of radio sources in the stud­
ied part of the space. The results of a comparative analysis of the obtained numerical values by the selected criteria 
allowed us to conclude that the optimal implementation is the implementation of the angle­difference­rangefinder 
passive location complexes consisting of four receiving points and the use of the Levenberg­Marquardt algorithm 
for calculating the spatial coordinates of radio emission sources. 

Keywords: angle­difference­rangefinder passive location complex, rectangular spatial coordinates, numerical 
method for nonlinear equations system solving.
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Введение

В комплексах пассивной локации (КПЛ) координаты целей определяются путем обработки 
совокупности первичных измеряемых параметров: угловых направлений (азимут, угол места) 
или разностей дальности прохождения радиосигналов от цели до распределенных в простран­
стве приемных пунктов (ПП) системы. По сравнению с активной локацией необходимым усло­
вием является наличие на борту цели излучающих радиосигналы систем.  

В зависимости от первоначально определенного набора исходных измеряемых параметров 
могут быть реализованы следующие типы комплексов пассивной локации: 

– угломерный (при использовании только оценок угловых направлений на источники радио­
излучения (ИРИ));

– разностно­дальномерные (при использовании только оценок разностей дальности);
– угломерно­разностно­дальномерный (УРД) (при использовании оценок как угловых на­

правлений на ИРИ, так и оценок разностей дальности между ИРИ и соответствующими парами 
приемных пунктов комплекса) [1].

Анализируемый в статье угломерно­разностно­дальномерный способ обладает, по сравне­
нию с другими, следующими преимуществами [2–4]: 

а) высокая потенциальная точность определения пространственных координат ИРИ; 
б) направленная антенная система необходима только на одном приемном пункте (в сравне­

нии с угломерным комплексом); 
в) отсутствие необходимости сложной системы координации обзора пространства системой 

направленных антенн (в сравнении с угломерным комплексом); 
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г) для оценки разностей времени запаздывания сигналов ИРИ базово­корреляционной обра­
ботки отсутствует необходимость в точной информации о параметрах и характеристиках обраба­
тываемых сигналов;  

д) обеспечение наибольшей рабочей зоны [4]. 
Проведено математическое имитационное моделирование процесса вычисления прямоуголь­

ных пространственных координат ИРИ путем решения различными численными итерационны­
ми способами систем нелинейных уравнений, обеспечивающих преобразование вектора наблю­
даемых параметров (совокупность оценок разностей дальности и угловых координат источников 
радиоизлучения) в вектор измеряемых параметров (пространственные прямоугольные коорди­
наты объекта наблюдения) с целью определения оптимального числа приемных пунктов УРД 
комплексов пассивной локации и выбора наиболее эффективного алгоритма координатных пре­
образований.

Постановка задачи 

В угломерно­разностно­дальномерных комплексах пассивной локации непосредственно оце­
ниваются следующие параметры: угловые направления на ИРИ и разности времени запаздыва­
ния сигналов ИРИ относительно определенных пар ПП, которые далее пересчитываются в разно­
сти дальностей. Конечному потребителю представление координатной информации необходимо 
в декартовой прямоугольной системе координат. Поскольку эти системы координат связаны меж­
ду собой нелинейно, для преобразования координатной информации из одной системы в другую 
надо составить и решить соответствующие системы нелинейных уравнений (СНУ). Изначально 
известными параметрами в СНУ являются координаты приемных пунктов комплекса, значения 
оценок угловых координат (азимута) и разности дальностей ИРИ относительно соответствую­
щих пар ПП. Для формирования соответствующих СНУ нужно принять решение о числе при­
емных пунктов, из которых будет состоять комплекс пассивной локации, а также о конкретном 
наборе первичных измеряемых координатных параметров на этих ПП. При принятии решения 
необходимо учитывать следующие возможные ограничительные факторы:

– для снижения сложности и уменьшения конечной стоимости комплекса целесообразно 
включить в его состав минимально необходимое число приемных пунктов;

– в определенных условиях взаимного расположения ИРИ и ПП КПЛ (например, при входе 
цели в рабочую зону КПЛ) часть первичных оценок измеряемых параметров являются недоступ­
ными.

С учетом вышеуказанных ограничений рассмотрены три возможные ситуации.
1. Комплекс пассивной локации состоит из двух приемных пунктов. Первичными измеряемы­

ми параметрами являются один азимут и одна разность дальностей. Выходная координатная ин­
формация представляет собой две прямоугольные координаты ИРИ (X, Y). Система нелинейных 
уравнений в этом случае имеет вид:
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2. Комплекс пассивной локации состоит из трех приемных пунктов. Первичными измеряе­
мыми параметрами являются один азимут и две разности дальностей. Выходная координатная 
информация представляет собой три прямоугольные координаты ИРИ (X, Y, Z). Система нели­
нейных уравнений в этом случае имеет вид:
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3. Комплекс пассивной локации состоит из четырех приемных пунктов. Первичными измеря­
емыми параметрами являются один азимут и три разности дальностей. Выходная координатная 
информация представляет собой три прямоугольные координаты ИРИ (X, Y, Z). Система нели­
нейных уравнений имеет вид:
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В формулах (1)–(3): xi, yi, zi – координаты ПП КПЛ; x, y, z – вычисляемые координаты ИРИ; 
∆ri,j – оценки разностей дальности ИРИ; βi – оценки азимута ИРИ. 

Для вычисления корней представленных в (1)–(3) СНУ не существует достаточно эффектив­
ных способов общего характера. При решении данных систем пригодны только приближенные 
численные методы, которые путем последовательных итераций при определенных условиях по­
зволяют приблизиться к истинным значениям пространственных координат ИРИ: Xk = (xk, yk, zk), 
k = 0, 1, 2, …, n. Если итерационный процесс сходится, то граничное значение является решением 
системы уравнений [5, 6].

Для решения сформированных систем нелинейных уравнений применяли следующие алго­
ритмы: Ньютона, модифицированный алгоритм Ньютона, градиентного спуска, последователь­
ных итераций и Левенберга­Марквардта. Сравнительный анализ результатов их использования 
проводили на основании следующих критериев качества:

– рабочая зона КПЛ – область пространства, в пределах которой отклонение оценок коорди­
нат целей от их истинных значений не превышает максимально допустимых значений;

– средняя ошибка вычисления пространственных координат в рабочей зоне КПЛ; 
– число итераций вычисления координат ИРИ в анализируемой части пространства.

Исходные условия проведения исследований

В случае наличия в составе КПЛ двух или трех ПП они располагались на удалении 20 км от 
начала системы координат при угловых смещениях 120° относительно друг друга. При анализе 
работы КПЛ, в состав которого входили четыре приемных пункта, еще один центральный ПП на­
ходился в начале системы координат. Зона исследования представляла собой область простран­
ства, ограниченную следующими параметрами: 400×400 км на плоскости при фиксированной 
высоте нахождения ИРИ 10 км. Внутри данной области плоскостные координаты ИРИ (X, Y) 
выбирались дискретно с шагом 10 км.

Для каждой из анализируемых точек пространственного расположения объекта наблюдения 
рассчитывали угловые координаты и разности дальностей (с учетом известных координат ПП 
КПЛ и ИРИ). После чего вычисляли пространственные координаты ИРИ путем расчета корней 
систем нелинейных уравнений каждым из анализируемых способов.

В состав рабочей зоны КПЛ включали лишь те точки анализируемой области пространства, 
в которых ошибки вычисления пространственных координат ИРИ не превышали 2 км. Далее 
производили оценку средней ошибки вычисления координат в точках, попавших в рабочую зону 
КПЛ. Для оценки вычислительной эффективности рассматриваемых алгоритмов фиксировали 
количество итераций расчета пространственных координат целей по всей области анализа.

Результаты исследований и их обсуждение

Отсутствие возможности обращения матрицы Якоби по причине ее вырожденности сделало 
применение алгоритмов Ньютона (как обычного, так и модифицированного) невозможным. При 
использовании алгоритма простых итераций было обнаружено отсутствие сходимости итераци­
онного процесса поиска решения СНУ. По этим причинам в дальнейшем в рассмотрении остави­
ли только градиентный алгоритм и алгоритм Левенберга­Марквардта.
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Зависимости величины ошибок вычисления плоскостных координат X, Y ИРИ от его про­
странственного расположения при наличии в составе КПЛ двух ПП приведены на рис. 1.

Размеры рабочей зоны, значение средней ошибки вычисления координат в рабочей зоне, 
а также число итераций при вычислении координат в анализируемой области пространства при 
наличии в составе КПЛ двух ПП и определении двух пространственных координат X, Y ИРИ 
приведены в табл. 1.

Таблица 1. Показатели качества комплекса пассивной локации (вычисление двух координат X, Y 
источника радиоизлучения, двух приемных пунктов в составе комплекса пассивной локации)

Table 1. Passive radar quality indicators (calculation of 2 coordinates X, Y of IRI, 2 receivers are included)

Критерий качества / Quality criterion Метод градиентного спуска / 
Gradient descent algorithm

Метод Левенберга­Марквардта / 
Levenberg­Marquardt algorithm

Рабочая зона, % анализируемой зоны 25,8 7,5
Средняя ошибка вычисления 
координат в рабочей зоне, м 726 1095

Число итераций при вычислении 
координат в анализируемой зоне 1,029 ⋅ 107 1,588 ⋅ 107

Рис. 1. Зависимость величины ошибок вычисления координат X, Y источника радиоизлучения 
от его расположения в пространстве при включении в состав комплекса пассивной локации 

двух приемных пунктов: a, b – метод градиентного спуска; c, d – метод Левенберга­Марквардта
Fig. 1. Dependence of radio source coordinates X, Y error value on its space location when 2 receivers 

are included in passive radar: a, b – gradient descent method; c, d – Levenberg­Marquardt method
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Зависимости величины ошибок вычисления координат X, Y, Z ИРИ от его пространственного 
расположения при наличии в составе КПЛ трех ПП приведены на рис. 2. 

Размеры рабочей зоны, значение средней ошибки вычисления координат в рабочей зоне, 
а также число итераций при вычислении пространственных координат в анализируемой зоне при 
наличии в составе КПЛ трех ПП и определении трех пространственных координат X, Y, Z ИРИ 
приведены в табл. 2.

Таблица 2. Показатели качества комплекса пассивной локации (вычисление треx координат X, Y, Z 
источника радиоизлучения, трех приемных пунктов в составе комплекса пассивной локации)

Table 2. Passive radar quality indicators (calculation 3 coordinates X, Y, Z of IRI, 3 receivers are included)

Критерий качества / Quality criterion Метод градиентного спуска / 
Gradient descent algorithm

Метод Левенберга­Марквардта / 
Levenberg­Marquardt algorithm

Рабочая зона, % анализируемой зоны 18,4 8,9
Средняя ошибка вычисления 
координат в рабочей зоне, м 340 221

Число итераций при вычислении 
координат в анализируемой зоне 1,378 ⋅ 107 1,328 ⋅ 107

Рис. 2. Зависимость величины ошибок вычисления координат X, Y, Z источника радиоизлучения
от его расположения в пространстве при включении в состав комплекса пассивной локации 

трех приемных пунктов: a, b – метод градиентного спуска; c, d – метод Левенберга­Марквардта
Fig. 2. Dependence of radio source coordinates X, Y, Z error value on its space location when 3 receivers 

are included in passive radar: a, b – gradient descent method; c, d – Levenberg­Marquardt method
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Зависимости величины ошибок вычисления координат X, Y, Z ИРИ от его пространственного 
расположения при наличии в составе КПЛ четырех ПП приведены на рис. 3. 

Размеры рабочей зоны, величина средней ошибки вычисления координат в рабочей зоне, 
а также число итераций при вычислении координат в анализируемой области пространства при 
включении в состав КПЛ четырех ПП и определении трех пространственных координат X, Y, Z 
ИРИ приведены в табл. 3.

Таблица 3. Показатели качества комплекса пассивной локации (вычисление треx координат X, Y, Z 
источника радиоизлучения, четырех приемных пунктов в составе комплекса)

Table 3. Passive radar quality indicators (calculation of 3 coordinates X, Y, Z of IRI, 4 receivers are included)

Критерий качества / Quality criterion Метод градиентного спуска / 
Gradient descent algorithm

Метод Левенберга­Марквардта / 
Levenberg­Marquardt algorithm

Рабочая зона, % анализируемой зоны 99,6 100
Средняя ошибка вычисления координат 
в рабочей зон, м 15 3,559 ⋅ 10­9

Число итераций при вычислении 
координат в анализируемой зоне 3,621 ⋅ 106 2,152 ⋅ 104

Рис. 3. Зависимость величины ошибок вычисления координат X, Y, Z источника радиоизлучения 
от его расположения в пространстве при включении в состав комплекса пассивной локации 

четырех приемных пунктов: a, b – метод градиентного спуска; c, d – метод Левенберга­Марквардта 
Fig. 3. Dependence of radio source coordinates X, Y, Z error value on its space location when 4 receivers 

are included in passive radar: a, b – gradient descent method; c, d – Levenberg­Marquardt method
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Заключение
Согласно сравнительному анализу полученных характеристик и зависимостей, можно сделать 

следующие выводы. Методы Ньютона (в том числе модифицированный) и последовательных 
итераций оказались неприменимы во всех рассмотренных случаях. При наличии в составе ком­
плексов пассивной локации двух и трех приемных пунктов размеры рабочей зоны не превысили 
25,8 %, что нельзя назвать приемлемым результатом. В случае наличия в составе комплексов пас­
сивной локации четырех приемных пунктов размеры рабочей зоны составили почти 100 % от ана­
лизируемой при использовании методов градиентного спуска и Левенберга­Марквардта. Причем 
второй метод оказался менее затратным в вычислительном плане (на два порядка), а также обе­
спечил более высокую точность (на девять порядков). Таким образом, оптимальным в рассмот­
ренных условиях является включение в состав угломерно­разностно­дальномерных комплексов 
пассивной локации четырех приемных пунктов и использование для вычисления пространствен­
ных координат источников радиоизлучения метода Левенберга­Марквардта.
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