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Условия регулярности играют важную роль в задачах математического программирования 

поскольку гарантируют выполнение необходимых условий оптимальности Куна-Таккера и 

построение на их основе двойственных алгоритмов для вычисления оптимальных решений. 

В то же время условия регулярности различаются между собой общностью, сравнительной 

простотой проверки и условиями применения. Наряду с классическими условиями регуляр-

ности (в первую очередь это известное условие Мангасаряна-Фромовица), в последнее вре-

мя вызывают значительный интерес более слабые условия регулярности, применимые в за-

дачах, для которых не имеют места классические условия. Целью данной работы является 

исследование ослабленного условия регулярности Мангасаряна-Фромовица и его связи с 

другими условиями регулярности. 

Ключевые слова: математическое программирование, оптимальность, условия регулярно-

сти, ослабленные условия. 

Введение 

Пусть hi i = 1,…, p – непрерывно дифференцируемые функции из R
m
 в R. Введем 

непустое множество допустимых точек  

 00)(,0)(| IiyhIiyhyC ii
m  R , 

где I = { 1, …, s }, I0 = { s+1,…, p } или I0 = , 

и рассмотрим задачу (Р) минимизации непрерывно дифференцируемой целевой функции f(y) 

на множестве С.  

Пусть I (y) = { i  I | hi (y) = 0 } – множество индексов, активных в точке y  C ограни-

чений-неравенств. Для задачи (Р) определим в точке y  C множество множителей Лагранжа:  
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и множество  

 0,0),(),(0),(|)( IiyyhyIiyyhRyy ii
m

C  , 

которое будем называть линеаризованным касательным конусом к множеству С в точке y  C. 

Известно, что широко применяемое условие регулярности Мангасаряна-Фромовица 

(MFCQ) [1] требует, чтобы в точке y  C система векторов hi (y) i  I0 была линейно незави-

симой и существовал вектор 0y такой, что 00 ,0),( Iiyyhi  ,   )(,0),( 0 yIiyyhi  . 

В литературе известны условия регулярности, независимые от MFCQ. Наиболее из-

вестные из них условия постоянного ранга CRCQ Р. Жанена [2] и ослабленное условие посто-
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янного ранга RCRCQ [3,4] (более простое для проверки и одновременно более общее, чем 

CRCQ).  

Говорят, что множество С удовлетворяет в точке y0  C ослабленному условию посто-

янного ранга (RCRCQ), если для любого множества индексов J = K  I0, где K  I(y0), система 

векторов { hi (y), i  J } имеет постоянный ранг в некоторой окрестности точки y0.  

Существует также ряд прямых обобщений MFCQ (условия псевдонормальности и ква-

зинормальности [5], условие R-регулярности [3,4,6-9]), условие CPLD [10,11] обобщает одно-

временно MFCQ и CRCQ. Наконец, в недавно опубликованной работе [12] предложено условие 

RCPLD, обобщающее MFCQ и RCRCQ. Взаимосвязи различных условий регулярности посвя-

щены работы [13–15]. 

В статье [16] было введено ослабленное условие регулярности Мангасаряна-

Фромовица, ослабляющее и RCRCQ, и целый ряд других условий регулярности, включая клас-

сическое условие Мангасаряна-Фромовица. Несколько позже в работе [17] было предложено 

достаточно общее условие регулярности CRSC. В данной заметке показывается, что CRSC не 

является новым условием регулярности, а представляет собой другую форму записи ослаблен-

ного условия регулярности Мангасаряна-Фромовица. Дополнительно доказывается, что утвер-

ждение [17] о том, что выполнение условия CRSC влечет выполнение условия R-регулярности 

(часто именуемого в литературе «error bound property»), справедливо при менее жестких пред-

положениях об ограничениях задачи, чем в [17].  

Ослабленное условие регулярности Мангасаряна-Фромовица 

Пусть y C . Представим множество индексов ( )I y  активных ограничений в виде 

)()()( yIyIyI a  , где  )(0),(|)()( yyyyhyIiyI Ci
a  , )(\)()( yIyIyI a . 

Определение 1 [13]. Говорят, что в точке y  C выполняется ослабленное условие регу-

лярности Мангасаряна-Фромовица, если система векторов { hi i  I0I 
a
 (y) } имеет постоян-

ный ранг в некоторой окрестности этой точки и существует вектор 0y  такой, что 

0 0 0( ), 0 ( ), ( ), 0 ( )a

i ih y y i I I y h y y i I y         . 

Лемма 1. Пусть y  C. Следующие утверждения равносильны: 

а) система векторов { hi i  I0I 
a
(y) } имеет постоянный ранг в некоторой окрестно-

сти точки y  и существует вектор 0y  такой, что  

0 0 0( ), 0 ( ), ( ), 0 ( )a

i ih y y i I I y h y y i I y         ; 

б) система векторов { hi i  I0I 
a
 (y) } имеет постоянный ранг в некоторой окрестно-

сти точки y . 

Доказательство. Очевидно, что из утверждения (а) вытекает утверждение (б).  

Обратно, пусть выполнено (б). Тогда система векторов { hi i  I0I 
a
(y) } имеет посто-

янный ранг в окрестности точки y  и первое условие утверждения (а) выполнено. Проверим 

выполнение второго условия из утверждения (а). В случае, если I
 –
(y) = , оно будет выполнено 

тривиально. Пусть I
 –
(y) = . Возьмем любой индекс i  I

 –
(y). Тогда 0),(  yyhi  для всех 

)(yy C , но индекс i  I
 a
(y), то есть найдется вектор )(yy C

i   такой, что 0),(  i
i yyh . 

Построим вектор 
k

k yty0 ,где все tk > 0. Тогда )(0 yy C  и для любого i I
 –
(y) получим 

0),(),(),(),(
\

0  
 

i

iIk

i
k

ik

Ik

k
iki yyhtyyhtyyhtyyh . 

Следовательно, и в этом случае второе условие из утверждения (а) выполнено.  
Таким образом, определению условия RMFCQ можно придать следующий вид. 
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Определение 2. Будем говорить, что в точке y  C выполнено условие регулярности 

RMFCQ, если система векторов { hi i  I0I 
a
 (y) } имеет постоянный ранг в некоторой 

окрестности этой точки. 

Под таким определением в работе [3] введено условие регулярности, коротко называе-

мое CRSC. Лемма 1 показывает, что условие CRSC является другой формой записи условия 

RMFCQ. 

Условие RMFCQ очевидно выполняется при выполнении условия ослабленного посто-

янного ранга RCRCQ (а, следовательно, и CRCQ). Частным случаем условия RMFCQ являются 

условие регулярности Мангасаряна-Фромовица (MFCQ), а также его легкая модификация (обо-

значим ее EMFCQ), которая сводится к требованиям:  

1) система векторов { hi i  I0 } имеет постоянный ранг в некоторой окрестности точки y; 

2) существует вектор 0y такой, что 00 0),( Iiyyhi  , )(0),( 0 yIiyyhi  . 

Из результатов [3] следует, что ослабленное условие Мангасаряна-Фромовица является 

также более слабым условием регулярности по сравнению с условиями CPLD и RCPLD [1, 2].  

Следуя [12], будем называть условие регулярности в точке y  C хорошо обусловлен-

ным, если из его выполнения в точке y следует выполнение в любой точке из некоторой 

окрестности y. 

Следующее важное утверждение доказано в [3] (лемма 5.3).  

Утверждение 1. Пусть в точке y0  C выполнено условие RMFCQ. Тогда существует 

окрестность V(y0) точки y0 такая, что I 
a
 (y) = I 

a
 (y0) для всех y  СV(y0). 

Непосредственно из данного утверждения вытекает 

Следствие 1. Условие RMFCQ является хорошо обусловленным в любой точке, в кото-

рой оно выполняется.  

Ослабленное условие Мангасаряна-Фромовица и R-регулярность 

Пусть |y| – евклидова норма вектора yxCxdy  inf),(, . При исследовании задач оп-

тимизации важную роль играет следующее условие, являющееся само по себе достаточно об-

щим условием регулярности и связывающее расстояние до множества C с точностью выполне-

ния ограничений задачи. 

Будем говорить, что в точке y0  C выполняется условие R-регулярности (имеет место 

«error bound property»), если найдутся число   0 и окрестность V(y0) точки y0 такие, что 

d(y,C)   max { 0, hi (y) iI, |hi (y)| iI0 } для всех y  V (y0). 

В [3] при дополнительном условии дважды дифференцируемости функций hi, i = 1,..., p 

доказано, что из выполнения в точке y0  C условия CRSC (то есть RMFCQ) следует наличие 

условия R-регулярности в этой точке. Используя утверждения, доказанные в [3], и двойствен-

ное описание R-регулярности, полученное в [11], можно улучшить данный результат. 

Пусть   R
m
 ,   C. Обозначим C () множество точек из С ближайших к точке . 

Очевидно, эти точки являются решениями задачи нелинейного программирования f (y)  min, 

y  C, где f (y) = |y-|. 

Отметим, что функция f (y) дифференцируема по y во всех точках, отличных от y = .  

Пусть fr C – граница множества C, 
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Лемма 2 ([11]). Пусть градиенты hi (y) локально липшицевы в окрестности точки 

y0  fr C и существуют число M > 0 и окрестность V(y0) точки y0 такие, что при всех v  V(y0), 

не лежащих в C, справедливо условие  )(yM
v  для любой точки y = y(v)  c(v). Тогда в 

точке y0 выполняется условие R-регулярности.  
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Теорема 1. Пусть градиенты hi (i) локально липшицевы в окрестности точки y0  C, в 

которой выполняется условие RMFCQ. Тогда в этой точке выполняется условие R-

регулярности. 

Доказательство. Отметим вначале, что при y0  int C для всех y из некоторой окрест-

ности y0 справедливо равенство (y,C) = 0 и, следовательно, имеет место R-регулярность. 

Пусть y0  fr C. Будем рассуждать от противного и предположим, что множество С не 

удовлетворяет условию R-регулярности. Тогда в силу леммы 2 и следствия 1 для любой после-

довательности vk  y0 такой, что vk  C, расстояние  ))(,0( kv yd
k

 для yk = y(vk)  C(vk). 

При этом yk = y(vk)  y0, поскольку |vk-yk|  |vk-y0|. Не ограничивая общности, можно считать, 

что I(yk) = I
*
, где I

*
 не зависит от yk. Тогда 

)(0)(,0)(,)( 00
  IIiyhIIiyhy kikikvk

 , где k = 1,2, . 

Отсюда hi (yk) = 0 iI
*
, hi (yk) = 0 i(I\I

*
). Поскольку в силу утверждения 1, не ограни-

чивая общности, можно считать, что I 
a
 (yk) = I 

a
 (y0) и не зависит от k = 1,2, , то положим 

I 
a
(yk) = I 

a
(y0) = I 

a
I

*
. Отметим, что для любого yk существует i(I0I

*
), для которого 

hi(yk)  0, иначе из определения )( kv y
k

  следовало бы 0)(  kv yf
k

, что невозможно. В си-

стеме { hi(y0) iI0 } (если i0   и существует индекс iI0, для которого hi (y0)  0) выберем 

максимальную линейно независимую подсистему { hi (y0) iI00 }, где I00 I0, и дополним ее до 

максимальной линейно-независимой подсистемы { hi (y0) iI00  I 
a0

 } в системе  

{ hi(y0) iI0  I
 a
 }, где I 

a0
 I 

a
. В силу RMFCQ можно, не ограничивая общности, считать, что 

система векторов { hi (yk) iI00  I
 a
 } будет максимальной линейно-независимой подсистемой 

в системе { hi (yk) iI0  I
 a
 }. Также не ограничивая общности, можно дополнить систему 

векторов { hi (yk) iI00  I
 a0

 } до { hi (yk) iI00  I
 a0

  I
 – 0

 }, где I
 – 0
 (I

*
\I 

a
), которая будет 

максимальной линейно-независимой подсистемой в системе векторов { hi (yk) iI0  I
 *
 }.  

Тогда найдется вектор )( kv
k y

k
 такой, что 

k
   и 

)(0,0,0)()( 00
00

1





 IIIiIiyfyh ak
i

k
ikv

p

i

ki
k
i k

. (1) 

Не ограничивая общности, можно предположить, что 
k
 |

k
|
-1

  . Тогда, поскольку 

)( kv
k y

k
 и 

k
  , из (1) следует  

00
00 0,0)()(

00
00





 


IIiyhyh a
i

Ii

ii

IIi

ii
a

, (2) 

где || = 1 и i = 0 для i  ( I 00  I 
a0

  I 
– 0

).  

Покажем, что i = 0 также для всех i  I
 – 0

. Действительно, допустим противное: 

найдется i > 0 при i  I 
– 0. Тогда в силу леммы 1 существует вектор 0y  такой, что 

)(0),( 0000 yIIiyyh a
i  , )(0),( 000 yIiyyhi

 , 

и, следовательно, из равенства (2) следует 

0),(),(
00

00

0000  
 Ii

ii

IIi

ii yyhyyh
a

,  

откуда 





0

0),( 00

Ii

ii yyh , 

что невозможно.  

Таким образом, все i = 0 для i  I
 – 0

 и равенство (2) принимает вид: 
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0
0 0,0)(

0
00

a
i

IIi

i Iiyh
a




, 

где среди множителей i есть ненулевые. Последнее противоречит линейной независимости 

системы векторов { hi (y0) i  I00  I 
a0

 }. Полученное противоречие доказывает справедли-

вость утверждения теоремы.  

Заключение 

В статье показано, что введенные недавно Андреани, Хезером, Шувердт и Силва 

условие регулярности CRSC не является новым и представляет собой другую форму записи 

ослабленного условия регулярности Мангасаряна-Фромовица, опубликованного в 2010 году 

Л.И. Минченко и С.М. Стаховским. Дополнительно доказывается, что ослабленное условие 

регулярности Мангасаряна-Фромовица обеспечивает R-регулярность задачи оптимизации при 

нежестких дополнительных предположениях об ограничениях.  

RELAXED MANGASARIAN-FROMOVITZ CONSTRAINT QUALIFICATION  

AND ITS APPLICATIONS 

S.V. AKTANAROVICH, S.A. BOGDANOV, A.E. LESCHOV, L.I. MINCHENKO 

Abstract 

Nonlinear programming problems are considered under the relaxed Mangasarian-Fromovitz 

constraint qualification. It was established that a new constraint qualification CRSC is another form of 

relaxed Mangasarian-Fromovitz constraint qualification and proved that the relaxed Mangasarian-

Fromovitz constraint qualification implies the local error bound property under not essential additional 

assumptions. 
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