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Аннотация. Предложен конечношаговый алгоритм с сильной устойчивостью для решения 

некорректных двухточечных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, 

возникающих в теории нерегулярных волноводов. 
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Введение 

В теории нерегулярных волноводов искомые поля E


и H


 или потенциалы A


, 
,e m



 
представляются в виде разложений в полной системе векторных собственных функций 

вспомогательной поперечной краевой задачи. Для коэффициентов – функций разложения 
(амплитуд связанных волн) при этом получается двухточечная краевая задача для системы 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с переменными 

коэффициентами. Эта задача при наличии закритических участков в волноводе является 
некорректной, и все имеющиеся в среде MATLAB конечношаговые методы (как показано 

в статье) расходятся. Это требует создания сильно устойчивого метода решения ОДУ 

указанного типа. Один из таких методов предложен в статье. Его эффективность 

продемонстрирована на тестовой задаче распространения H01 волны в нерегулярном волноводе 
с закритическими участками. 

Тестовая задача: распространение H01-волны  

в продольно-нерегулярном волноводе с круговым сечением 

Воспользуемся теорией, развитой в [1], для случая распространения азимутально-
симметричных H0i-волн в продольно-нерегулярном волноводе с круговым сечением 

и переменным внутренним радиусом b(z). В соответствии с этой теорией компоненты E


 и H


 

таких волн определяются через векторный потенциал 0A A 


следующим образом: 
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,  1J x  – функция Бесселя 1-го рода, 1-го порядка, s  –  корень 

производной  1J x :  1 0J x  , s – номер корня. 

Коэффициенты разложения в (1) определяются следующей системой обыкновенных 
ОДУ: 
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2

2

1
s

sp p

p s

Q ds
e z





 
 

 , 
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
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Система (2) определяет амплитуды pma  связанных волн в нерегулярном волноводе. 

Для полного представления поля в (1) следует (при больших 
b

z




 и 

2

2

b

z




) учитывать 3 – 

8 закритических волн, связанных с H01, как это показывают тестовые расчеты. 

Для демонстрации свойств предложенного алгоритма, однако, решение такой 

громоздкой задачи представляется нецелесообразным. Поэтому, как и в [1], будем 

пренебрегать взаимодействием мод и положим: p = 1, Qs1 = Ps1 = 0. Таким образом, данный 
пример приобретает в определенной степени методический характер. Теперь система (2) 

редуцируется к одному уравнению вида 

 
2

2

2
0.

d a da
h Q a P

dz dz
   

 
  (3) 
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2 2 01h k
b

    
 

. 

Для приведения (3) к виду уравнений «четного» типа воспользуемся, как и в [1], 
следующей заменой переменных: 

  01, ( ) , , .кр крa C j g g b z b b T kz z
k c

 
       (4) 

Тогда получаем следующее уравнение относительно C : 
2

2
( ) 0.

d C
Q T C

dT
 


  (5) 

Здесь 

2 22

01

2

1
( ) 1

( ) 3

dg
Q T

g T g dT

            
. 

Зададим g(T) в виде 
3 5

2

1 3 53 5

0 0 0

( ) 1 sin
T T T

g T H a a a
L L L

 
      

 
, 0  T  L0, причем L0 

выберем так, что  0 0
dg

L
dT

 , (a1, a3, a5 – постоянные коэффициенты). Тогда граничные 

условия к (5) в случае согласования концов волноводной секции при T = 0, L0 будут иметь вид: 
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0

(0)
(0) (0) ,

(0) .

dC h
j C A

dT k

C B jD

 

 






 (6) 

Можно положить A0 = 1 (нормированный входной сигнал). Величины B и D необходимо 

выбирать из условий отражения и отсутствия сигнала справа: 

 0

0 0( ) ( ).
h LdC

L j C L
dT k

 


  (7) 

Задача (6), (7) относится к некорректным: малая ошибка в определении B и D  
приводит к развалу решения. 

Алгоритм с сильной устойчивостью для решения краевой задачи для ОДУ второго 

порядка 

Термин «сильно устойчивый алгоритм» заимствован из [2]. В монографии [2] приведен 

алгоритм указанного типа для решения ОДУ первого порядка вида 

   .df
P T f F T

dT
   (8) 

В соответствии с предложенным в [2] алгоритмом функция f на промежутке Tm–1–Tm 

вычисляется как 1

2

m mf f
f  
 , а производная 1m mf f

f
T

 



, T – шаг по аргументу T. 

При этом реализуется алгоритм 

1

1

2
.

1

2

m
m

m
m

P
f

T
f

P

T



    




 (9) 

Здесь fm, Pm – вычисленные значения соответствующих функций на m-шаге. Заметим, 
что при P(T) = P0 = const и F = 0 решение является экспонентой, а формула (9) – конечно-

разностное выражение экспоненты. Разовьем предложенную в [2] методику для уравнений 

второго порядка вида 
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тогда получим следующий конечношаговый алгоритм решения: 
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В случае когда в (10) P(T) = 0, полученный алгоритм редуцируется к следующему виду: 
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Здесь k1 – коэффициент, уточняющий положение рассчитываемой 
df

dT
 на отрезке  

[Tm, Tm+1], k2 – стабилизирующий коэффициент [3]. Они подбираются для конкретной решаемой 

задачи.  
Алгоритм (11) удовлетворяет понятию «сильно устойчивого» и может быть 

использован для решения некорректных задач типа (6), (7). 

Решение краевой задачи (6), (7) 

Предварительное решение задачи (6), (7) для определения начальных значений B , D , 
при которых удовлетворяются условия (7), проводилось с использованием аппарата T-функций 

[4, 6]. При известных B , D  решаемая задача становилась задачей Коши в форме (6). Решение 
этой задачи проводилось с использованием семи стандартных алгоритмов из Matlab: ode45, 

ode23, ode113, ode23tb, ode15s, ode23s, ode23t и предложенного в статье алгоритма в форме (11). 

Вариант 1. L0=8; A0=1; B = 143,8; D = 0,375, 
 0h

k
= –0,526j,  = –0,115, H = 0,55, 

a1 = 5,5, a2 = 0, a3 = 0. На рис. 1 приведены профиль гофра (шкала справа) и расчет 

C(T) = ( )C T

 
с использованием стандартных алгоритмов (все они дают почти совпадающие 

результаты). Как видно из графика C(T), решение расходится: волновод закритический, C(T) 

должно убывать, а в расчете оно, наоборот, возрастает в десятки раз, т. е. не отвечает 

физическому содержанию задачи. На рис. 2 представлены решения той же задачи на основе  

T-функций и предложенного алгоритма (11) при k1 = 1,05; k2 = 0,999875. Теперь полученные 
решения адекватны решаемой задаче: H01 в гофрированном закритическом для этой волны 

волноводе затухает. Незначительное расхождение данных расчетов с использованием  

T-функций и алгоритма (11) объяснимо тем, что тот и другой расчет приближенные. 

 
Рис. 1. Расчет амплитуды поля C(T) стандартными методами для варианта 1:  

1 – профиль волновода g(T); 2 – C(T); 3 – gкр 

 

Рис. 2. Расчет амплитуды поля H01 C (T) методами T-функций и предложенным алгоритмом для варианта 1: 
1 – профиль волновода g(T); 2 – C(T) – T-функций; 3 – C(T) по предложенному методу 
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Вариант 2. L0 = 15; A0 = 1; B  = –1; D  = –0,0017, 
 0h

k  
= –0,328j,  = –0,05, H = 0,22, 

a1 = 15, a2 = 0, a3 = 0. Рис. 3 иллюстрирует результаты расчета C(T) стандартными 
алгоритмами из Matlab. Как и в предыдущем варианте, решение очевидным образом 

расходится: C(T) вместо уменьшения возрастает в десятки тысяч раз. На рис. 4 приведены 
решения задачи, полученные с использованием T-функций и предложенного алгоритма (11) 

при k1 = 1,07; k2 = 0,99987. Решения практически совпадают и отвечают физическому 

содержанию задачи. 

 

 
Рис. 3. Расчет амплитуды поля C(T) стандартными методами для варианта 2:  

1 – профиль волновода g(T); 2 – C(T); 3 – gкр 

 
Рис. 4. Расчет амплитуды поля H01 C (T) методами T-функций и предложенным алгоритмом для 

варианта 2: 1 – профиль волновода g(T); 2 – C(T) – T-функций; 3 – C(T) по предложенному методу 

Заключение 

Приведенные материалы позволяют утверждать, что предложенный алгоритм вида (11) 

с сильной устойчивостью может быть использован для решения некорректных задач в теории 
нерегулярных волноводов. Используемая методика построения алгоритма может быть 

использована и для решения систем ОДУ как первого, второго, так и высших порядков. 
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